Fisica Cudntica. Primer parcial. 6/2/2009.

Nombre: Apellidos:

1.- Para un sistema que se puede describir mediante un espacio de estados de dimensién 2, los operadores A y H, siendo
este tltimo el hamiltoniano, estdn representados por las siguientes matrices:

N o  —io - [ hw 0
A:<ia o ) H:(o 27@;)'

. Son hermiticos los operadores anteriores? ;Son observables? Si notamos los autovalores de A de la forma a; y as y los
de H, Ey y E>, obtener estos valores, asi como los autovectores de A y de H.

En el instante ¢ = 0 el sistema parte del estado [(0)) = ( 21@ > En el instante ¢ = 07 medimos el valor de A, de

modo que podemos obtener cualquiera de los dos valores a1 y as. A continuacién medimos H en el instante ¢, de modo que
podemos obtener los valores Fy y Es. Calcular las distintas probabilidades de obtener un valor a; en la primera medida y
un valor F; en la segunda: Py g (a;, E;). jDependen del tiempo ¢ estas probabilidades? ;jPor qué?

Y si midiéramos al contrario ;Se obtienen las mismas probabilidades? ;Dependerdn las probabilidades Py 4(E;, a;) del
tiempo? ;jPor qué?

2.- La regla de cuantizacién de la primitiva teoria cudntica establece que para una particula que realiza un movimiento
periédico en una sola dimensién se verifica que:

p(z) dx = nh,
siendo n un numero entero.

Aplicar esta regla de cuantizacién para obtener la energia del estado fundamental de una particula que se mueve en el
potencial:

V(x)
X
]
o0 para z < 0 a
T
Viz)=¢ W (1—7> para0 <z <a
a
para & > a
_VO
Comprobar que el resultado obtenido tiene las dimensiones de una energia.
;, Cémo se puede interpretar fisicamente la regla de cuantizacién anterior?
3.- Una particula estd descrita mediante la siguiente funcién de onda...
0 para x < —a
) x
Y(x) = sin? (7‘(*) para —a <z <a
a
0 para x > a

Normalizar la funcién de onda. Calcular el valor medio de la posicién y la dispersién. ;jPodrias estimar el valor medio
del momento y su dispersiéon?

4.- La evolucién temporal de una particula viene determinada por el siguiente operador hamiltoniano:

H=az+ pp
Aplicar el teorema de Ehrenfest para obtener las ecuaciones que nos dan la evolucién temporal de los valores medios de
la posicién y del momento, asf como de las correspondientes dispersiones, si en ¢ = 0 partimos de las siguientes condiciones
iniciales:

(z) (0) = =, (p) (0) = po, Az(0) = ba, Ap(0) = 4,

; Como podemos definir la densidad de corriente de probabilidad para esta particula?



1.- Para un sistema que se puede describir mediante un espacio de estados de dimensién 2, los operadores A y H, siendo
este tltimo el hamiltoniano, estdn representados por las siguientes matrices:

o o —io - [ hw 0
Az(ia oY ) H:(o 2hw>'

;Son hermiticos los operadores anteriores? ;Son observables? Si notamos los autovalores de A de la forma a; y as y los

de H , By v Es, obtener estos valores, asi como los autovectores de A y de H.
1
21
modo que podemos obtener cualquiera de los dos valores a; y as. A continuacién medimos H en el instante t, de modo que
podemos obtener los valores Fy y Fs. Calcular las distintas probabilidades de obtener un valor a; en la primera medida y
un valor F; en la segunda: P4 g (a;, E;). jDependen del tiempo ¢ estas probabilidades? ;Por qué?

Y si midiéramos al contrario ;Se obtienen las mismas probabilidades? ;Dependerdn las probabilidades Py a(E;, a;) del
tiempo? jPor qué?

Solucién.- El hamiltoniano es hermitico puesto que es diagonal con autovalores reales. La matriz A también se ve que es

hermitica:
AT—(Af)*z( “ ZO‘)—(.C“ _Za>=A
y10% (0% 10 (0%

También son observables ya que cualquier operador hermitico que actiia sobre un espacio de estados de dimensién finita
es automdticamente un observable. Vamos a calcular los autovalores de A y de H. Comenzamos por A. Su ecuacién
caracterfsica es:

En el instante ¢ = 0 el sistema parte del estado [¢(0)) = ( ) En el instante + = 07 medimos el valor de A, de

a— N —ix
i a— A

A=A =0=

‘=a2+/\2—20¢/\—a2=)\()\—2a)=0 = )\z{

Calculamos ahora los autovectores correspondientes. Comenzamos por el autovalor 0:

<a —ia)(m) ax—iayzO}
o« Y iar +ay =0

Estas dos ecuaciones son iguales y equivalentes a la condicién z = iy. Un vector normalizado que satisface esta condicién

n=h(D)

Calculamos el otro autovector, correspondiente al autovalor 2a:

(a —ia)(x) <x) ax—iayzan}
. =2« — -
o« Y Y ar + oy = 2ay

Estas dos ecuaciones son de nuevo iguales entre si y equivalentes a la condicién ix = y, de modo que un vector normalizado
que cumple esta condicion es:
1 1
20) = — (|
V2 \ i

Por otro lado, el hamiltoniano estd diagonalizado, de modo que sus autovalores y autovectores son:

es:

Elzhw—>|E1>E((1)> E2:2hw—>|E2>E((1)>

Resumiendo, los autovalores y autovectores de A y H son:

Operador  Autovalores Autovectores
_ (0t
4 as = 2a 1
_ 1
(1
o { By = hw En=1\ o
FEy = 2hw (0
‘E2> = 1



El estado en ¢ = 0 es, ya normalizado:

oy = ()

Si en t = 0 medimos el observable A podemos obtener los dos valores a; y ao, las probabilidades serdn:

2

PaO) = OO = |55 (=i 1) (5 )] =g i+2il = g
Paca) = 0wONE = (1 =)o ()] = phar -

Si el resultado de la primera medida es el valor 0, el estado justo después de la medida sera:
1

[¥(0%)) = 0) = 7

)+ —5 | E2)

7
— B
Vot

ya que se produce un reduccién del paquete de ondas debido al proceso de medida. A partir de este momento, el estado
comienza a evolucionar. Como el estado estd escrito como una combinacién lineal de los autovectores de H , es inmediato
obtener el estado en el instante ¢, ya que cada autovector de H evoluciona en el tiempo multiplicdndolo por un término
armonico cuya frecuencia es proporcional a la energia (recordar que los autovectores del hamiltoniano son los estados esta-

cionarios), por tanto:

7 efiwt ‘E1> 4 Lefﬂwt |E2>

V2 V2

Lefz?ﬁwt/ﬁ |E2> _

V2

Lefihwt/ﬁ |E1> +

[9(8) = NG

Estd claro que podemos obtener los valores Ey y Fy al medir la energia y con las siguientes probabilidades:

2 _ 1
2

Pr(0|E) = [(E1l(1)] y Pr(01Ba) = [(Bao|())|* = %

Por tanto, para este casos tenemos las siguientes probabilidades:

11 1
Pau(0,E) = Pa(0)Pr(0|E) = 03~ %
11 1
Pau(0,E) = Pa(0)Pr(0|E;) = 105 =20

Por otro lado, si hubiéramos obtenido el valor 2« en la primera medida, el estado después de la medida, debido a la

reduccién del paquete de ondas, seria:

1 ?

Este estado evolucionarfa de la siguiente forma:
1 . 7 ) 1 ) i )
[9(8) = e M B eI |By) = e B + e B

De modo, que si en el instante ¢ hudiéramos medido el valor de la energfa, se podrian obtener de nuevo los valores F; y

FE» pero con las probabilidades:

1 1
Pu (20| Er) = (Erl(0)[* = 3 y Pu (20| E2) = [(Balts(t)[* = 5
Las probabilidades para este caso son:
Pan(20,E) = PaO)POE) = -1 =2
AH(20, B1) = Fa H =702 = 20
91 9
Pau(2a,E2) = Pa(0)Pu(0E2) = 102 = 20
En resumen, las probabilidades que buscamos son:
Pan(0.E) = Pa0)PrOE) = ~= L
AHWU, £1) = Fa H =702~ 20
11 1
E = B, = —- = —
7)A,H(Oa 2) PA(O)PH((” 2) 10 2 20
91 9
2a, B = E)= —- ="
PA,H( Q, 1) PA(O)PH(O| 1) 10 2 20
91 9
7)A,I{( Q, 2) PA(O)PH(O| 2) 102 20



Estas probabilidades no dependen del tiempo ya que una vez que hemos medido A, como el hamiltoniano es una constante
del movimiento sus probabilidades no dependen del tiempo que transcurre desde la primera medida. Vamos a calcular ahora
el caso contrario. Lo podemos hacer un poco més répido.

- Caso E = E; en la primera medida. Este caso ocurre con una probabilidad 1/5. El estado después de la medida
debida a la reduccién del paquete de ondas serfa |¢)(07)) = |E1). Este estado evoluciona en el tiempo, pero al ser un estado
estacionario la evolucion es trivial: |¢(t)) = e~"“*/"|E}). Las probabilidades de que obtengamos los valores 0 y 2« en la
segunda medida serdn:

PaE0) = J0WwO) = |55 (=i 1)e (g )] =3
PalBil2a) = lau(e)’ = |55 (1 =i)e (o)) =3

- Caso E = Es en la primera medida. Este caso ocurre con una probabilidad 4/5. El estado después de la medida
serfa [¢(01)) = |E,). Este estado evoluciona de nuevo de forma trivial: |¢(t)) = e~#2"“! |E,). Las probabilidades de que
obtengamos los valores 0 y 2« en la segunda medida serdn:

2

Pa(B0) = HOWO) = |55 (=i 1)e ()] =]
PalBaize) = KEafu) =| 5 (1 =i ye (9] =]

Las probabilidades en este caso son:

Pra(E1,0) = Pr(E1)Pa(Er|0) = %% i QO
Pr,a(B2,0) = Pu(E2)Pa(E2|0) = ?? - Tlo
Pu,a(Er,20) = Pu(E1)Pa(E1|0) = 521: E4
Pu,a(Ez,2a) = Pr(Ea)Pa(Es2a) = 310

Légicamente no se obtienen los mismos resultados ya que A y H no conmutan (siAdy H conmutaran, como H es diagonal
A también lo tendria que ser ya que estamos en un espacio de dimensién 2). En este caso las probabilidades tampoco
dependen del tiempo, ya que cuando medimos Henla primera medida, el estado se reduce a un estado estacionario, de modo
que las probabilidades para A en la segunda medida no pueden depender del tiempo.

2.- La regla de cuantizacién de la primitiva teorfa cudntica establece que para una particula que realiza un movimiento
periédico en una sola dimensién se verifica que:

p(x) dx = nh,
siendo n un nimero entero.

Aplicar esta regla de cuantizacion para obtener la energia del estado fundamental de una particula que se mueve en el
potencial:

V()
X
o0 para x < 0 * a
Viz)=¢ W (1—£> para0 <z <a
a
para & > a
_VO

Comprobar que el resultado obtenido tiene las dimensiones de una energia.

;,Cémo se puede interpretar fisicamente la regla de cuantizacién anterior?

Solucién.- Para que una particula realice un movimiento periédico en este potencial, la energia tiene que ser negativa. En
este caso, la particula realizard un movimiento periédico entre los puntos © = 0 y z = a(E + Vi) /Vb, que son los puntos de



retorno clasicos. Como la particula realiza un movimiento simétrico en el camino de vuelta, respecto del de ida, la integral
que nos piden es:

a(E+Vo)/Vo a(E+Vy)/Vo
%pdx:Q/ pd:v:2/ V2m (E -V (z)) dz
0 0

T
Sustituimos el potencial, que en la regién cldsicamente pertimida vale —Vj (1 - 7), e integramos:
a

a(B+Vo)/Vo " a(B+V0)/Vo Vi z
2 m(E+Vy—Vo=)de = 22m(E+V, 1—- 02 “yg
/0 \/m( + Vo ()a) T m ( +0)/O E+Voa T
a(B+Vp)/Vo
2/ E+Vp Vo x\*?
— 2/2m(E+Vo)= (- 1- d -
m (B + 0)3< Vo “)( E+Vba>

4a 4\/2
= W 2m (B + Vo) (E + V) = V2T

T ( 4Vonh )2/3
0 4av/2m

Para el estado fundamental n = 1, de modo que:

(E+Vp)** = nh

Por tanto, despejando:

AVoh >2/3
4av/2m

Estd claro que Vj tiene dimensiones de una energia, pero que ocurrird con el otro sumando?

2/3 22 2—1\ 2/3
( 4Voh ) 1 _ (ML T2M LT > _ (M3/2L3T73)2/3:ML2T72

Efund = 7% + (

4a\/2m LM/?

donde hemos tenido en cuenta que las dimensiones de la energfa son M L?T~2, las de h son M L?*T~!, las de a son L, y las
de m son M.

La regla de cuantizacién se puede interpretar como una condicién para que se forme una onda estacionaria, teniendo en
cuenta la naturaleza ondulatoria de las particulas y que en los puntos de retorno cldsico tenemos sendos nodos. Para que
se pueda formar una onda estacionaria, en la regién en la que se propaga la onda tiene que haber un nimero semientero o
entero de longitudes de onda, es decir n/2 longitudes de onda, con n = 1,2,3,---. Como la longitud de onda asociada a una
particula depende de la posicién, el nimero de longitudes de onda que hay en la region cldsicamente permitida, que es donde
se supone que se podra propagar la onda sera:

/ odr n
o AMz) 2

donde x1 y x5 son los puntos de retorno cldsicos. Vamos a trabajar un poco la expresion anterior:

/xl (m)dﬂc: / x)dx—zh]{ a:)dx——

Por tanto queda la condicién del enunciado.
3.- Una particula estd descrita mediante la siguiente funcién de onda...

0 para z < —a
T
P(x) = sin? (Tr*) para —a <z <a
a
0 para x > a

Normalizar la funcién de onda. Calcular el valor medio de la posicién y la dispersién. ;jPodrias estimar el valor medio
del momento y su dispersién?

Solucién.- Este problema es bastante matemético. Vamos a normalizar la funcién de onda, teniendo en cuenta que todas
las integrales del problema se pueden restringir a la region —a < z < a, ya que la funcién de onda es distinta de cero sélo en

esta regién.
wiey= [ el de= [ st (x2) az

— 00 —a

Podemos hacer uso de la siguiente relacion trigonométrica:

3 1 1
sinf o = 3~ §c052a+ gcos4a



de modo que:

o191 = [ [3 - gom (oe3) e ()] o=

(las integrales de los cosenos son nulas, ya que sus primitivas son senos que se anulan en los limites de integracion)
Por tanto, la norma vale \/(3[1) = v/3a/2, y la funcién de onda normalizada vale:

0 para x < —a
) 2 g2 (F _
P(x) = 32 Sin (ﬂa) para —a <z <a
0 para x > a

Vamos a calcular ahora el valor medio de la posicién:

(z) = W|2[Y) = /o:ow (@) doe = /_(;ac sin? (7(2) dx =0

La integral es nula, puesto que el integrando es impar. Calulamos ahora la dispersién, para lo cual nos hace falta el valor

medio de x2: N )
(&) = (4] 3 [y) = / 2 (@) do = /

—a

4 T
z? — sin? (777) dx
3a a
Utilizamos de nuevo la relacién trogonométrica anterior:

<x2> = % /j z? E — %cos (2%%) + écos (471'2)} dx =

a
2 2 a 1 a
- Lz z? cos (2’/T£) dz + —/ z? cos (47r£) dx
3 3a)_, a 6a J_, a
Por otro lado, en el libro de tablas viene la siguiente integral:
2

2z T 2
2 o .
/x cos (ax) dr = 3 cos (az) + <a - a3) sin (o)

Teniendo en cuenta que cos (27) = cos (47) =1 y sin (27) = sin (47) = 0, las integrales quedan:

a 2 3

/ z? cos (2775) de = 4ot =2

a a 42 72
a 2 3

2 X - a . a
/_uw COS (47'('5) dr = 4(116? = m

Por tanto:

3 812

Légicamente es positivo. Por otro lado, lo que piden es la dispersién, que vale:

1 1
Az = \/(@2) — (@)? = \/(3875;2) a2 —0= ma_o.5196225...a

Podemos estimar el valor medio del momento escribiendo la funcién de onda como combinacién lineal de exponenciales
imaginarias, ya que estas exponenciales son las autofunciones del operador momento (mds en concreto eire/h /N 27h):

2 3 3
5 a 2 a 1 a 1 5 9 2
_ _ -y = - [z =0.2 .
<x > T 3.7 T a1 ( a 0.27000759...a

0 para x < —a
) ) T ) eiﬂ'm/a +e*iﬂ'm/a 2 L o -
ve) =\ ot (rD) = (2) = g (@b e/ 2)  para —a<z<a
0 para x > a

En la regiéon —a < z < a, si nos fijamos en el paréntesis, aparece la exponencial €*2™*/%  que corresponde a un valor
del momento 27wh/a = h/a, pero como tenemos otra exponecial con la misma amplitud (es decir, multiplicada por un uno
como la anterior) de la forma e~i2mr/a 5 la que corresponde un momento —27h/a = —h/a, la contribucién de estas dos
exponenciales al valor medio del momento serd nula. Por otro lado, el dltimo sumando del paréntesis es un 2, que no tiene
momento. Podemos concluir que el valor medio del momento es nulo.



Por 1ltimo, podemos estimar la dispersiéon del momento a partir de la dispersién de la posiciéon y del principio de
indeterminacion:

h h

Ap > =
- 2Ax 1 5
2\/5 — gm0

4.- La evolucion temporal de una particula viene determinada por el siguiente operador hamiltoniano:

h
AzAp > 3 de modo que

H=ai+Bp

Aplicar el teorema de Ehrenfest para obtener las ecuaciones que nos dan la evolucién temporal de los valores medios de
la posicién y del momento, asi como de las correspondientes dispersiones, si en ¢ = 0 partimos de las siguientes condiciones
iniciales:

(z) (0) = o, (p) (0) = po, Az(0) = dq, Ap(0) = 4,

;,Como podemos definir la densidad de corriente de probabilidad para esta particula?
Solucién.- Vamos a aplicar sistematicamente la siguiente ecuacion:

)+ ()

teniendo en cuenta que para todos los operadores que vamos a considerar, el iltimo término es nulo, ya que son operadores
que no dependen explicitamente del tiempo. Comenzamos con la evolucién del valor medio de la posicién:

Podemos integrar ya:
(z) (t) = (z) (0) + Bt = zo + St

Hacemos lo mismo para el momento:

%:%Qﬁ,ﬁb:%([ﬁ,a§:+ﬁﬁ]>=—a

Podemos integrar también directamente:
(p) () = (p) (0) —at = po — ot

Vamos a calcular ahora las dispersiones, para lo cual tenemos que conocer las evoluciones temporales de <x2> y <p2>:

d<czf> = % ([#%.8]) = % ([#% o + Bp]) = 28 () = 2Bz0 + 28°

Integramos esta ecuacion:
(2%) (t) = (2?) (0) + 2Bzt + 5712

Por tanto:

A%(t) = (%) (t) (@) (1) = (2%) (0) + 2Bzt + B¢ — (o + )" =
= (2%)(0) + 2Bwot + B2 — 2} — B*? — 230Bt = (2?) (0) — 2} = (2?) (0) — (z)? (0) =
= Az*(0) =62

—~

Por tanto:

Hacemos lo mismo para el momento:

) _ L[]y = L ([0 + 951 = —205) = —20p0 + 20%

Integramos esta ecuacion:
(p*) (t) = (p*) (0) — 2apot + °t*

Por tanto:
Ap*(t) = (p*) (@) — (p)* () = (p*) (0) — 2apot + > — (po — at)” =

= (p*) (0) — 2apot + o*t? — p2 — a2t* + 2poat = (p*) (0) — p2 = (p*) (0) — (p)” (0) =
= Ap*(0) =0,



Por tanto:
Ap(t) = 51)

Por 1ltimo, vamos a ver cémo definir el operador velocidad para asi obtener la expresién de la densidad de corriente de

probabilidad. Podemos ver de lo anterior que:
dz) . _

Por tanto el operador velocidad, 0, es una constante () y la densidad de corriente de probabilidad valdré:

j(x,t) = Re [* (z, £) 00 (2, 1)] = Re [* (x, 1) (2, )] = B|¢(x,1)[*



