Pozo finito de potencial.

El dltimo ejemplo que vamos a ver en este tema es el de una particula en un pozo finito
de potencial. El pozo finito de potencial viene dado por la siguiente funcién:

0 para x < (
V(r)=4 =Vo paral<z<a
0 para z > a

Los estados con energia positiva ya los hemos estudiado, ya que seran los mismos que
en la barrera de potencial cambiando Vj por —Vj. En esta seccién vamos a analizar si es
posible algiin estado estacionario con energia negativa. Dividimos como siempre la solucién
de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en tres regiones:

¢i(z)  parax <0
o) =4 pp(r) parad<z<a
om(x) para x> a

Las ecuaciones que satisfacen cada una de estas funciones son las siguientes:

( d2901(33) 2
szOII(x) o
— T k2 =0 donde:
dn2 + k2 pop () . om(Vy — |E|)
d? oy (x B h?
L #U — pPom(z) =0

y las soluciones de estas tres ecuaciones diferenciales son las siguientes:

or(x) = AeP* + Ale™r® para x < 0
p(x) =< oylr) = Be™ + B'e™™ para0 <z <a
oqp(z) = Ce P + C'eP”  paraz > a
Si queremos que la funcién de onda no tienda a infinito en  — 400 las constantes A’

y C’ tienen que ser nulas, por tanto, sélo quedan cuatro constantes y la solucién queda
reducida a:

or(z) = Ae?” para z < 0
p(r) = ¢ ¢u(r) = Be*™ + B'e™™ para0 <z <a
omp(z) = Ce™* para T > a

Imponemos ahora las condiciones de contorno, que como siempre vienen de imponer la
continuidad de la funcién de onda y su primera derivada en los puntos de unién entre las
distintas regiones. Estas condiciones se traducen en las siguientes ecuaciones:

A=B+ B

pA =ikB — ikB’

Beika + B/efika = (e ro
ikBete — ik B'e~ka = —pClera



o bien:

A—B-B =0
pA—ikB +ikB' =0
eikaB + 6—ikaB/ —e P =0
ike’** B — ike~* B’ + pe=r*C' =0
Este sistema de ecuaciones es homogéneo y sélo puede tener solucién, distinta de la
trivial, si el siguiente determinante es nulo.

1 -1 -1 0
p —ik ik 0 B
0 eika e—ika —e—pa =0

0 ikek® —jke=ha  pe=ra

En ese caso existen infinitas soluciones que se obtienen dejando indeterminada una
de las constantes. Esta constante nos sirve para poder normalizar las funciones de onda.
Vamos a calcular el determinante:

1 -1 -1 0 1 0 0 0
p —ik ik 0  —pa| P p—ik p+ik 0 B
0 eika efika —epra =e 0 eika efika -1 -

0 ikehe —jke~ika  pe—ra ikethe  —ijke~ika p

0
= e " [p(p —ik)e ™ —ik(p + ik)e™™ — ik(p — ik)e ™ — p(p + ik)e™] =

N 2
(P—Z.k> _emal —0
p+ ik

Si queremos que el determinante se anule se tiene que verificar la siguiente condicion:

p—ik ? 2ika
=e
p+ik

Como vamos a ver a continuacion, esta ecuacién impone una restriccién sobre los valores
permitidos de la energfa. La ecuacién anterior es una trascendente, de modo que vamos a
buscar un método grifico de analizar sus soluciones. La ecuacién anterior es equivalente a
la siguiente:

= e_pa |:(p — 7:]{;)26_““1 — (p + i/{;)26ikai| - e—a(p—‘rik) (p + Zk)Q

p— ik

p+ik

Vamos a analizar por separado las soluciones que se obtienen tomando cada uno de los
dos signos.

_ :l:eik‘a

Signo —.

Si tomamos el signo negativo se llega a la siguiente expresion:



Como p y k son cantidades positivas las soluciones de esta ecuacion tienen que verificar
la condicién tan(ka/2) > 0. Por otro lado, utilizando la relacién trigonométrica tana+1 =
1/ cos? o, y tomando el cuadrado de la ecuacién anterior llegamos a la siguiente ecuacién:
ka k2 k2 2mVq

2 2 0
cos” | — | = —5=— donde kj =

( 2 ) pr+ k2 KR 0 h?

Por 1ltimo, las soluciones verifican las siguientes dos condiciones:

COS @ —ﬁ
2 )1 ko

ka
tan{ — | >0
En la siguiente figura se han representado la soluciones de la ecuacién anterior (para

un caso particular). Como puede observarse cuanto mayor sea V; (es decir, méds profundo

kik,

sea el pozo) existirdn mas soluciones.
|cos(ka/2)|

ka

i
Sn
_eika

T 3n
Soluciones de la ecuacién /% =

ka __k

Signo +.

Vamos a analizar ahora el resto de la soluciones que se obtienen tomando el signo positivo.

En este caso, la ecuaciéon que queremos resolver se puede transformar en la siguiente:
p

)

tan <
2
Por tanto, en este caso se verifica la condicién tan(ka/2) < 0. Haciendo uso de la
igualdad trigonométrica 1 + 1/tan?a = 1/sin® a, y tomando el cuadrado de la ecuacién
]€2

k2
)

ko

anterior, llegamos a la siguiente ecuacién:
o (ka)
p2 + k2

sin
2

3



Por tanto en este caso las soluciones verifican las siguiente condiciones:
. ka k
sin| — )| = —
2 ko

En la siguiente figura estdn representadas graficamente las soluciones para este caso
(para un caso particular).

Isen(ka/2)|

ka

p—ik __ _ika

Soluciones de la ecuacion =2 = e
p+ik

Si koa < m (Vo < w2h%/2ma?), sélo existird una solucién del primer caso. Para valores
mayores que V iran apareciendo soluciones del segundo y primer caso alternativamente.

Podemos ver que en el limite Vy — oo (o bien ky — o0) las soluciones de la ecuacién
trascendente tienden a k = nr/a. Por tanto, las posibles energfas en este limite son:

(mTﬁ)Q obien F = (mrﬁ)2

El=V,—
] 0 2ma? 2ma?

- Vo

que como era de esperar coinciden con las energias del pozo infinito de potencial.

Una vez que se ha resuelto la ecuacion trascendente se pueden obtener las soluciones
de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Necesitamos expresiones para las
constantes B, B’ y C, si dejamos la constante A como una constante de normalizacién.
Las expresiones para las constantes se obtienen facilmente y son:

7

sz(er ik)A
p .
— era (E
C=e <k sin(ka) + Cos(ka)) A

Las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo se pueden
obtener ya y son las siguientes:



Aef’“ . para x < 0
i _ , ) . » 0

- Aet* + —(p—ik)A ”“:A<
2k(p+zk) e + 2k(p ik)Ae

T sin(kx) + cos(kx)) para0 <z <a
P pla—z)
A (k; sin(ka) + cos(k;a)) e

vp(T)

para x > a

donde los valores de k y p se obtienen de la ecuacién transcendente para un valor particular
de ko. La constante de normalizaciéon A debe verificar la siguiente condicién:

o [14+e 2 (k% — p?)sin(2ka) — 2pk cos(2ka) + 2ka(k? + p?) _
A7 | =, 4 -

Las soluciones estacionarias de la ecuacién de Schrodinger son como siempre las fun-
ciones anteriores multiplicadas por el factor e~

1wt

Para centrar las ideas, vamos a presentar las soluciones para un valor particular de kg,
que serd ko = 10/a (Vo = 50h*/ma?). En la siguiente figura se puede ver que existen cuatro
soluciones y que son:

ka pa
2.61288 | 9.65261

5.19148 | 8.54684
7.67493 | 6.41957

9.81259 | 1.92693

: : : : : — ka
0 2 4 6 8 10 12 14
Soluciones para el caso particular kga = 10.

Las posibles energias son por tanto:

46.58h> 36.52h>
1= — — = 09317V, Ep = — 5— = —0.7305V%
ma ma
20.6172 1.85642
Ey = — — = 04121V By = — -— = —0.0371Vg
ma ma

En la siguiente figura se puede ver una representacion de las funciones de onda para los
cuatro estados posibles.



E=-0.0371V, =
E=-0.4121V, X
E,=-0.7305V, X
E=-0.9317V, X
\A
0 a

Funciones de onda para el caso particular kga = 10.

Como se puede apreciar existe una cierta penetracién de las funciones de onda en las
regiones clasicamente prohibidas. En cuanto al niimero de ceros de las funciones de onda,
podemos ver que siguen la misma pauta que en el caso del pozo infinito de potencial.



