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Problemas NP-difíciles
En muchos artículos se puede leer…

Motivación

“Este problema de optimización es NP-difícil y, por este motivo, 
usamos…

… que no aseguran una solución óptima, pero es capaz de 
encontrar buenas soluciones en un tiempo razonable

• Metaheurísticas
• Heurísticas
• Algoritmos estocásticos

Hasta donde sabemos no existen algoritmos eficientes (tiempo polinomial) 
para resolver problemas NP-difíciles

Pero conocemos algoritmos ineficientes en el peor caso (tiempo al menos 
exponencial) 
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Problema SAT (de satisfacibilidad)
Motivación

¿Podemos encontrar una asignación de valores lógicos (verdadero y falso) a 
variables tal que satisfaga un conjunto de fórmulas lógicas?

Fue el primer problema NP-completo (Stephen Cook, 1971)
Si se pudiera resolver en tiempo polinomial P=NP
Los algoritmos conocidos lo resuelven en tiempo exponencial (en el peor caso)

Actualmente, los resolutores SAT resuelven instancias con millones de variables
Esto es un espacio de búsqueda de 21000 000 ≈ 10301030

Algoritmos del estado del arte en SAT
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Mi problema 
favorito

Instancia de 
SAT

Resolutor
SAT

Solución 
óptima

Motivación

¿Podemos usar los avances de los resolutores 
SAT para resolver problemas de optimización?

Selección de 
requisitos

Transformación a SAT

Algoritmo

MiniSAT+ Resultados

Problema SAT (de satisfacibilidad)
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En un problema MO hay varios objetivos (funciones) que queremos optimizar

Problemas de Optimización Multi-Objetivo
Problemas MO   Formalización del problema
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Next Release Problem (NRP)
Problemas MO Formalización del problema

Dados:
Ø Un conjunto de requisitos R  = {r1, r2, ..., rn} …

Ø … cada uno con un coste cj y un valor wj

Ø Un conjunto de interacciones funcionales entre requisitos

Ø Implicación (ri antes que rj): 

Ø Combinación (ri a la vez que rj):
Ø Exclusión (no a la vez): 

Encontrar un subconjunto de requisitos                    que además de cumplir con las 
interacciones minimice el coste y maximice el valor:

Sea R = {r1, r2, . . . , rn} el conjunto de requisitos que aún no han sido desa-
rrollados y que han sido propuestos por un conjunto de m clientes. Cada cliente i
tiene un peso asociado wi 2 R que mide su importancia dentro del proyecto. Ca-
da requisito rj 2 R tiene un coste cj para la empresa si se desarrolla. El valor
del requisito rj para el cliente i se representa con vij 2 R. La satisfacción, sj , o
valor añadido por la inclusión de rj en la siguiente versión del software, se puede
calcular como la suma ponderada de los valores de importancia de los clientes,
sj =

Pm
i=1 wi ⇤vij . Los requisitos interaccionan entre ellos, imponiendo un orden

de desarrollo determinado, lo que limita las alternativas para ser elegidos [2,5].
Las interacciones funcionales entre requisitos se clasifican en:

Implicación o precedencia. ri ) rj . Un requisito rj no puede ser elegido, si
previamente otro requisito ri no ha sido implementado.
Combinación o acoplamiento. ri�rj . Los requisitos ri y rj deben ser incluidos
de forma conjunta en el software.
Exclusión. ri � rj . El requisito ri no puede ser incluido junto con el rj .

Si llamamos X ✓ R al conjunto de requisitos seleccionados, el coste y el valor
de X vienen dados por las funciones:

coste(X) =
nX

j,rj2X

cj y valor(X) =
nX

j,rj2X

sj , (1)

respectivamente. Consideraremos una versión multi-objetivo del problema que
minimice el coste y maximice el valor del conjunto de requisitos seleccionados.

2. Transformación del problema

El problema SAT consiste en determinar si una fórmula de lógica proposi-
cional es satisfacible (existe un modelo que la hace cierta) o no. A pesar de
su dificultad (es NP-completo), los resolutores de SAT han evolucionado hasta
ser capaces de resolver instancias de millones de variables en pocas horas. Este
hecho, junto con algunos resultados previos [1] nos hace preguntarnos si podre-
mos usar los avances de la comunidad SAT para resolver con mayor eficacia el
problema NRP multi-objetivo que aqúı nos planteamos.

Podemos transformar el problema de selección de requisitos en un programa
lineal binario. Para ello, utilizaremos una variable binaria (puede tomar valores
0 y 1) por cada requisito seleccionable. Por simplicidad, aqúı usaremos para
dichas variables el mismo nombre que los requisitos asociados: r1, r2, etc. Para
formar el programa lineal, es necesario transformar cada interacción funcional
entre requisitos en una igualdad o desigualdad de expresiones lineales. Estas
transformaciones se realizan de acuerdo al siguiente esquema:

Implicación ri ) rj : rj  ri .
Combinación ri � rj : ri = rj .
Exclusión ri � rj : ri + rj  1 .
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cional es satisfacible (existe un modelo que la hace cierta) o no. A pesar de
su dificultad (es NP-completo), los resolutores de SAT han evolucionado hasta
ser capaces de resolver instancias de millones de variables en pocas horas. Este
hecho, junto con algunos resultados previos [1] nos hace preguntarnos si podre-
mos usar los avances de la comunidad SAT para resolver con mayor eficacia el
problema NRP multi-objetivo que aqúı nos planteamos.
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Restricciones Pseudo-Booleanas
Restricciones PB   Optimización a decisión   NRP

Una restricción Pseudo-Booleana (PB) tiene la forma:

let us suppose without loss of generality that we want to find a solution x⇤ 2 X
that minimizes3 f , that is, f(x⇤)  f(x) for all the solutions x 2 X. This opti-
mization problem can be transformed in a series of decision problems in which
the objective is to find a solution y 2 X for which the constraint f(y)  B holds,
where B 2 Z takes di↵erent integer values. This series of decision problems can
be used to find the optimal (minimal) solution of the optimization problem. The
procedure could be as follows. We start with a value of B low enough for the
constraint to be unsatisfiabe. We solve the decision problem to check that it is
unsatisfiable. Then, we enter a loop in which the value of B is increased and the
constraint is checked again. The loop is repeated until the result is satisfiable.
Once the loop finishes, the value of B is the minimal value of f in the search
space and the solution to the decision problem is an optimal solution of the
optimization problem.

If the optimization problem has several objective functions f1, f2, . . . , fm to
minimize, we need one constraint for each objective function:

f1(y)  B1

f2(y)  B2

...
fm(y)  Bm

In order to use SAT solvers to solve optimization problems, we still need
to translate the constraints f(y)  B to Boolean formulas. To this aim the
concept of Pseudo-Boolean constraint plays a main role. A Pseudo-Boolean (PB)
constraint is an inequality on a linear combination of Boolean variables:

nX

i=1

aixi �B (1)

where � 2 {<,,=, 6=, >,�}, ai, B 2 Z, and xi 2 {0, 1}. A PB constraint is said
to be satisfied under an assignment if the sum of the coe�cients ai for which
xi = 1 satisfies the relational operator � with respect to B.

PB constraints can be translated into SAT instances. The simplest approaches
translate the PB constraint to an equivalent Boolean formula with the same
variables. The main drawback of these approaches is that the number of clauses
generated grows exponentially with respect to the variables. In practice, it is
common to use one of the following methods for the translation: network of
adders, binary decision diagrams and network of sorters [1] (chapter 22). All of
these approaches introduce additional variables to generate a formula which is
semantically equivalent to the original PB constraint. Although the translation
of a non-trivial PB constraint to a set of clauses with some of these methods have
also an exponential complexity in the worst case, in practice it is not common to
have exponential complexity [3] and the translation can be done in a reasonable
time.
3 If the optimization problem consists in maximizing f , we can formulate the problem
as the minimization of �f .
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unsatisfiable. Then, we enter a loop in which the value of B is increased and the
constraint is checked again. The loop is repeated until the result is satisfiable.
Once the loop finishes, the value of B is the minimal value of f in the search
space and the solution to the decision problem is an optimal solution of the
optimization problem.

If the optimization problem has several objective functions f1, f2, . . . , fm to
minimize, we need one constraint for each objective function:

f1(y)  B1
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In order to use SAT solvers to solve optimization problems, we still need
to translate the constraints f(y)  B to Boolean formulas. To this aim the
concept of Pseudo-Boolean constraint plays a main role. A Pseudo-Boolean (PB)
constraint is an inequality on a linear combination of Boolean variables:

nX

i=1

aixi �B (1)

where � 2 {<,,=, 6=, >,�}, ai, B 2 Z, and xi 2 {0, 1}. A PB constraint is said
to be satisfied under an assignment if the sum of the coe�cients ai for which
xi = 1 satisfies the relational operator � with respect to B.

PB constraints can be translated into SAT instances. The simplest approaches
translate the PB constraint to an equivalent Boolean formula with the same
variables. The main drawback of these approaches is that the number of clauses
generated grows exponentially with respect to the variables. In practice, it is
common to use one of the following methods for the translation: network of
adders, binary decision diagrams and network of sorters [1] (chapter 22). All of
these approaches introduce additional variables to generate a formula which is
semantically equivalent to the original PB constraint. Although the translation
of a non-trivial PB constraint to a set of clauses with some of these methods have
also an exponential complexity in the worst case, in practice it is not common to
have exponential complexity [3] and the translation can be done in a reasonable
time.
3 If the optimization problem consists in maximizing f , we can formulate the problem
as the minimization of �f .
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Se pueden transformar en instancias de SAT (normalmente eficiente)
Son un formalismo de alto nivel para especificar un problema de decisión
Pueden ser la entrada para MiniSAT+
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In order to use SAT solvers to solve optimization problems, we still need
to translate the constraints f(y)  B to Boolean formulas. To this aim the
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generated grows exponentially with respect to the variables. In practice, it is
common to use one of the following methods for the translation: network of
adders, binary decision diagrams and network of sorters [1] (chapter 22). All of
these approaches introduce additional variables to generate a formula which is
semantically equivalent to the original PB constraint. Although the translation
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…



9 / 14Septiembre 2015 JISBD 2015, Santander, España

Introducció
n

Next Release 
Problem Transformación Algoritmo Resultados Conclusiones y 

Trabajo futuro

Transformación de NRP
Restricciones PB   Optimización a decisión   NRP

Sea R = {r1, r2, . . . , rn} el conjunto de requisitos que aún no han sido desa-
rrollados y que han sido propuestos por un conjunto de m clientes. Cada cliente i
tiene un peso asociado wi 2 R que mide su importancia dentro del proyecto. Ca-
da requisito rj 2 R tiene un coste cj para la empresa si se desarrolla. El valor
del requisito rj para el cliente i se representa con vij 2 R. La satisfacción, sj , o
valor añadido por la inclusión de rj en la siguiente versión del software, se puede
calcular como la suma ponderada de los valores de importancia de los clientes,
sj =

Pm
i=1 wi ⇤vij . Los requisitos interaccionan entre ellos, imponiendo un orden

de desarrollo determinado, lo que limita las alternativas para ser elegidos [2,5].
Las interacciones funcionales entre requisitos se clasifican en:

Implicación o precedencia. ri ) rj . Un requisito rj no puede ser elegido, si
previamente otro requisito ri no ha sido implementado.
Combinación o acoplamiento. ri�rj . Los requisitos ri y rj deben ser incluidos
de forma conjunta en el software.
Exclusión. ri � rj . El requisito ri no puede ser incluido junto con el rj .

Si llamamos X ✓ R al conjunto de requisitos seleccionados, el coste y el valor
de X vienen dados por las funciones:

coste(X) =
nX

j,rj2X

cj y valor(X) =
nX

j,rj2X

sj , (1)

respectivamente. Consideraremos una versión multi-objetivo del problema que
minimice el coste y maximice el valor del conjunto de requisitos seleccionados.

2. Transformación del problema

El problema SAT consiste en determinar si una fórmula de lógica proposi-
cional es satisfacible (existe un modelo que la hace cierta) o no. A pesar de
su dificultad (es NP-completo), los resolutores de SAT han evolucionado hasta
ser capaces de resolver instancias de millones de variables en pocas horas. Este
hecho, junto con algunos resultados previos [1] nos hace preguntarnos si podre-
mos usar los avances de la comunidad SAT para resolver con mayor eficacia el
problema NRP multi-objetivo que aqúı nos planteamos.

Podemos transformar el problema de selección de requisitos en un programa
lineal binario. Para ello, utilizaremos una variable binaria (puede tomar valores
0 y 1) por cada requisito seleccionable. Por simplicidad, aqúı usaremos para
dichas variables el mismo nombre que los requisitos asociados: r1, r2, etc. Para
formar el programa lineal, es necesario transformar cada interacción funcional
entre requisitos en una igualdad o desigualdad de expresiones lineales. Estas
transformaciones se realizan de acuerdo al siguiente esquema:

Implicación ri ) rj : rj  ri .
Combinación ri � rj : ri = rj .
Exclusión ri � rj : ri + rj  1 .

Los dos objetivos a optimizar son el coste (minimizar),
Pn

j=1 cjrj , y el valor

(maximizar),
Pn

j=1 sjrj . Estos dos objetivos están contrapuestos, por lo que no
existe una solución que satisfaga ambos. En su lugar, debemos proporcionar un
conjunto de soluciones Pareto óptimas [3]. Es decir, un conjunto de soluciones
que solo pueden mejorar en un objetivo si empeoran en otro. En nuestro caso
particular, queremos todas las soluciones para las que minimizar el coste implique
reducir el valor para los clientes.

Para resolver este problema usaremos minisat+3, que es capaz de resolver
problemas de programación lineal binaria usando como motor de búsqueda el
resolutor minisat. No obstante, minisat+ solo es capaz de resolver un objetivo
cada vez. Para obtener el frente de Pareto completo tendremos que convertir
uno de los objetivos en una restricción. Cuando tratemos de minimizar el coste,
estableceremos una cota inferior, A, para el valor y resolveremos el problema:

mı́n :
nX

i=1

cjrj sujeto a:
nX

j=1

sjrj � A. (2)

A la solución devuelta para este problema la llamaremos minCoste(A). Si no
existe tal solución supondremos que devuelve ?. Cuando queramos maximizar
el valor, estableceremos una cota superior para el coste, B, y resolveremos el
problema:

máx :
nX

j=1

sjrj sujeto a:
nX

j=1

cjrj  B. (3)

A la solución devuelta para este problema la llamaremos maxV alor(B). Si
no existe tal solución supondremos que devuelve ?. Intercalando apropiada-
mente estos dos problemas es posible obtener el frente de Pareto completo. El
Algoritmo 1 muestra el pseudocódigo para obtenerlo.

Algorithm 1 Algoritmo para calcular el frente de Pareto
1: FP  ; // Frente de Pareto
2: cmax  

Pn
j=1 cj

3: x maxV alor(cmax)
4: while x 6= ? do

5: x minCoste(valor(x))
6: FP  FP [{x}
7: cmax  coste(x)� 1
8: x maxV alor(cmax)
9: end while

Esta técnica se conoce con el nombre de "-constraint method [6]. En un
trabajo reciente publicado tras la escritura de este art́ıculo, Veerapen et al. [8],
usan el mismo enfoque para este mismo problema usando CPLEX como resolutor
de los programas lineales.
3
http://minisat.se
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Minimizar coste

Maximizar valor
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ε-constraint para resolver NRP bi-objetivo
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Suma de costes

Con coste = Σ cj maximizar el valor

Decrementar el coste y 
encontrar el máximo 
valor

otra vez
y otra vez

Veerapen, Ochoa, Harman 
& Burke, IST 65: 1-13

y minimizar coste
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Resultados: instancia con 20 requisitos
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Resultados: instancia con 100 requisitos
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Conclusiones y Trabajo Futuro

• Los resolutores de SAT actuales son suficientemente 
potentes para resolver instancias relativamente 
pequeñas de problemas de optimización combinatorios

• Usando ε-constraint se resuelven problemas multi-
objetivo

Conclusiones

• Aplicar enfoque a otros problemas
• Explorar ILP

Trabajo Futuro
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